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Abstract - -  Simulation of nonlinear non-steady-state conduction: expansion on the branch modes. A Rayleigh-Ritz method 
is presented, for the achievement of a reduced model for nonlinear thermal problems. The modal basis that is used consists of 
'branch' eigenfunctions, originally used in mechanical problems. After the definition of the branch eigenbasis, the eigenfunctions 
are determined analytically in the case of a one-dimensional cylindrical problem. An analysis of these modes is carried out, and 
the feasibility of the reduction of the modal basis is proved. This is done by separating the modes into two sets: the 'slow' modes 
and the 'fast' modes, each one of the latter being uncoupled from all the others and having a contribution that vanishes quickly 
in time. The method is tested in the case of a nonlinear transient conduction problem, which shows its great interest. ~) Elsevier, 
Paris. 
non-linear heat conduction / modal analysis / branch modes / model reduction / thermal quenching 

Resum~ - -  Une m~thode de Rayleigh-Ritz est pr6sent~e pour obtenir un module r6duit d'6volution thermique non-lin6aire. La 
base modale utilis~e est constitu4e de fonctions propres dites ~de branche- par r4f6rence ~ leur utilisation initiale en mecanique. 
Apr~s avoir d6fini la base des fonctions propres de branches, ces derni~res sont d6termin~es analytiquement dans le cas d'une 
g6om6trie monodimensionnelle axisymetrique. Une interpr6tation de ces modes est donn6e, la faisabilit6 de r4duire la base modale 
est v4rifi6e en mettant en 6vidence des modes dits ~<lents-, dont les 6tats sont coupl4s, et des modes ~rapides~, dont les ~tats 
sont d6coupl6s. Un exemple d'application de conduction non-lineaire en r6gime variable cl6ture ['article et montre la pertinence 
de la methode expos4e, c~ Elsevier, Paris. 

conduction non lineaire / analyse modale / modes de branche / reduction de modele / trempe thermique 
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1,;,* fbnction proprc adimensionn~e 
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d'excitation 

Sgmboles grecs 

o i racmes de l'~quation transeendante 
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Iadices et e.Tposa,~t 

i~ j ,  n ordres des modes propres de 
branche 

m ordres des tbnetions de Bessel 

Symboles divers 

- :  6gal par d6finition 

1. M O T I V A T I O N  DE LA DI~MARCHE 
DU CALCUL DES MODES DE BRANCHE 

Pour  r6,soudre l '6quat ion  de la chaleur  en r~gime 
var iable  dans des gdomdtries finies, il exis te  de nom- 
breuses mt4thodes mla ly t iques  ou nuln~riques.  Pa rmi  
elles, on peu t  isoler eelles conduisan t  5. une solut ion 
{brmelle. Elles oa t  pour  avantage,  par  r appor t  aux 
mdthodes  pu remen t  mmuMques ,  de bien se pr~'ter h une 
analyse du modble  hors s imula t ion  (dtude de sensibilit6 
et r6duct ion de module n o t a m m e n t ) .  Les outils  de calcul 
symbol ique  sur o rd ina teu r  ouvren t  (te nouvel les  possi- 
bilitds pour  mener  ~t bien des calculs souvent  laborieux.  
wfire m6me inaccessibles g la main.  Toutefois  les solu- 
t ions ana ly t iques  explici tes  sont confin6es h des cas tr{~s 
simples. I1 peu t  6tre jud ic ieux  d 'associer  les approehes  
du ealcul  formel et du calcul numdrique  pour  p rodui re  
des m6thodes  de rdsolut ion efficaces. 

La m6thode  de d~composi t ion  sur une base de 
f lmetions du domaine  g~om6tr ique est l 'une  de ces 
mdthodes .  Le choix de la base est un para lnbt re  
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d6te rminan t  pour  la quali t6 du module.  La  , ,base des 
modes  de t ransfer t , ,  est cons t ru i t e  avec les fonct ions 
propres  de l 'op~ra teur  de la chaleur,  associ~5 "a des 
condi t ions  l imites  lin6aires et homog~nes [1 4]. Elle 
a ~t6 nfise en ~Svidence h Forigine par  Four ier  lui-m6me. 
pour  r( 'soudre l'(~quation de la conduc t ion  dans  des 
g~omdtries s imples [5]. et  d(mna naissance aux fameuses  
s6ries t r igonomdtr iques .  La solut ion s ' expr ime  conline 
une superpos i t ion  de fonct ions propres.  Toutefois,  tous  
les champs  the rmiques  ne sont pas d~composables  
sur la base des modes  de t ransfer t .  Ceci est li6 is 
des ineompat ib i l i tds  aux l imites  entre  les fbnetions de 
base, homogbnes  aux frontibres, et le champ reeherchd. 
Par  exemple ,  si les condi t ions  aux fronti~res sont 
de Diriehlet .  les fi:mctions propres  s ' annulent  sur ees 
frontibres. I1 ell sera de i n , m e  pour  tou tes  conflfinaisons 
de ces fonetions.  Ainsi. il ne sera t)~ks possible de 
recons t i tuer  par  ce moyen un champ de t empdra tu re  
non mfl sur la fronti~'re. La  s~rie recons t i tuan t  le champ  
ne converge pas un i ib rmdment  sur le bord et il faudra  
s ' a t t end re  'a une diseont inui t6  du champ sur celui-ci. 

La  solut ion pour  con tourner  ce problbme eonsiste  
h expr imer  le rdgime var iable  e o m m e  la superpos i t ion  
des rdgimes ~,gliss~mt- et , , d y n a m i q u e ,  [6]. Le r6,gime 
glissant est le rdgime que p rendra i t  le sys%me s'il  
dtait  d~pourvu  d ' ine r t i e  thermique .  I1 assure seul 
la compat ib i l i t6  aux limites.  Sa d~te rmina t ion  est 
apparent~e au caleul d ' u n  rdgime pe rmanen t .  On  peu t  
p ro je te r  le champ glissant sur les modes  propres  de 

l ' opdra teur  de Poincar6 Steklov -kVS-~7 ,  = A S, (t~fini 
sur la fronti~re du systbme [7]. Les f imctions propres  
Si fl)rment la , ,base des modes  de couplage, ,  [9, 10]. 
Le rdgime dymmf ique  est dgal h la diffdrence ent re  
les r6gimes var iable  et glissant.  C o m m e  ces deux 
derniers  v6rifient les m6mes  condi t ions  l imites,  le r6gime 
dy lmmique  est homog6ne sur les fronti~res. I1 est donc 
s t r i c t ement  ddcomposable  sur la ba,se de t ransfer t .  On  le 
voit ,  la d6marche  propos~,e re, pose fondamen ta l emen t  sur 
la possibili t~ de superposer  les solutions.  Ce n 'es t  efi-ieace 
que si l 'op~ra teur  du t ransfer t  de chaleur  est lindaire et 
s ta t iommire .  De m~me, les condi t ions  linfites du modble  
de ineuren t  fig6es. C o m m e n t  prendre  en compte  alors ml 
coeffieient d 'dehange variable  avec ]a t empdra tu re ' ?  

Dans  le cas non lindaire, la p lupar t  des m~thodes  
ana ly t iques  exis tantes  sont adapt~es g u n  problbme 
part icul ier .  La  t r ans fo rma t ion  de Kirchhoff  pe rme t  de 
se r amene r  "~ ml probl~me lindaire par  r appor t  ~ uric 
nouvel le  var iable  intdgrale, assimil~tble 'a un po ten t ie l  
[11]. Les t r ans fo rmat ions  s imilar i td in t roduisent  des 
variables  adimensionnel les  [12]. Elles sont effieaces 
pour  un mil ieu un id imens ionne l  senfi-infini. Toutes  
ees indthodes  imposent  des res t r ic t ions  sdvbres sur les 
condi t ions  l imites.  

L 'or ig inal i td  de la indthode propos6e i c i e s t  le 
caraetSre  sys tdmat ique  de la dSmarehe d ' ob t en t ion  de 
la solut ion du probh';me non lin~aire. Nous d~finissons 
une nouvel le  base moda le  qui assure r igoureusement  la 
compat ib i l i td  aux frontiSres, quel  que soit le type  de 
condi t ions  linfites. Plus  pr~cisdment,  la base moda le  est 
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construite avec les valeurs propres d 'un  op6rateur non 
born~ dans L 2, auto-adjoint  d' inverse compact,  dont le 
donmine de d6finition n ' impose pas de conditions limites 
particuli~res. En cons6quence, ces conditions peuvent  
i~tre non lin6aires. De in6me il est. possible d 'ut i l iser  
eette base pour t ra i ter  des problbmes de conduetivit6 
variable avec la temp6rature.  Lo module construi t  '~ 
par t i r  de cette base peut  ainsi 6tre utilis6 dans des 
configurations vari6.es, sans que l 'on ait ~ ddterminer 
de nouveau la base. Ceei est appr6.ciable lorsqu'on 
construit  des mod{;les '~ par t i r  d 'une bit)lioth6que pour 
simuler des syst~mes off de nonll)reux cotnposants sont 
thcriniquement eoupl6.s. 

Les mdthodes (te r6duction util isent souvent colnnie 
point de (t~part un too(tide de connaissances complet.  
C'est ce dernier qui va 6tre rdduit. Si la proc&ture 
fait apt)el it une simulation, on parle d ' identif icat ion 
paramdtrique.  Dans d 'aut res  ca,s, on proc~de ~ une 
t roncature  du mod61e, basde sur un critbre de sdleetion. 
I1 est dans tons les cas ndeessaire de eommitre a 
I)riori les variations des conditions limites et les 
donndes thermophysiques en fonction de la tempdra ture  
pour construire le mod(~le de connaissance. I1 faut 
aussi parfbis connaitre les variations spatiales des 
coefficients, en convection notamment .  Le Inod61e que 
nous proposons n'est  pas assujet t i  h cette eontrainte.  
Cette souplesse est li6e h l ' in t roduct ion de la condition 
limite de Steklov, qni ne fair pas r~fdi'ence au type 
(t'6change en surface. I1 faut simplement pr6ciser 
des valeurs fixes plausibles de la conductivitd et 
de la capaeitd thernfique (celles utilis6es lors d 'une  
lin6arisation par exemple). I1 ouvre done d ' intdressantes 
perspectives en rdduction de mo(t&les non lindaires par  
t roneature  de la base. 

Nous montrons en premier lieu 1'existence (te la 
t)a.~e des , ,modes de branche,~ associ6,e '~ l 'op6rateur  
de la chaleur lindaire et stat ionnaire.  Nous donnerons 
ml exemple de sa d6terminat ion analyt ique dans le (:as 
d 'une g(~om6trie simple Ulfidimensionnelle axisym6tri-  
que. Les solutions d 'un  problblne non lin6aire sont alors 
obtenues en proje tant  l '6quation d'6volution thermi- 
que sur l 'espace engendrd par  les modes de branche. 
L'(~quation (t '6tat qui en rdsulte montre un eouplage 
des modes de branche. Ce couplage est dfi h deux 
causes sut)erposdes. D'une part ,  l 'opdrateur  de la eha- 
leur du problbme physique cst non lin6aire. Dans ce 
cas. le couplage des modes ne dolt  pas surprendre,  puis- 
qu'il  eonsti tue la , , s ignature-  de la noi~-lindaritd des 
systblnes dynamiques [13]. D 'au t re  part ,  et m6me si 
l 'op6I'ateur est lindaire~ il diff~re de eelui assoeid aux 
modes d(' branche par  ses conditions limites. Lors (te la 
project ion de l '¢quation d'~volution du syst~me sur la 
base de bt'anche, ces diff(renees engendrent des termes 
crois6s entre lcs modes que les relations d 'or thogonal i t6  
ne sulfisent t)lus h ammler. 

La base modale sera ensuite utilis6e pour ealculer 
l '6volution de la tempdi 'ature d 'un  barreau eylindrique 
en aeier lors de l 'op6ration de t rempe thernfique. Ce 
problblne prdsente des non-lin~'arit6s internes et des lois 

(t'6change complexes aux fronti6res. La possibilit6 de 
%duire le mod61e modal  de branehe sera valid6e. 

2. EXISTENCE DE LA BASE DE BRANCHE 

2.1. D~finition du probleme de branche 

Comme trSs souvent pour les techniques modales, 
la mdthode des Inodes de branche a 6% propos6e 
initialeinent en m(canique [14, 15]. Elle permet  en 
part ieulicr  de d6terminer les modes de vibrat ion d 'un 
systhme eomposd d 'un  corps massif sur lequel sont 
raceordds des 616inents 61ancds. La s t ructure  rappelle 
celle fornl(}e par le t rone et ]es |)ranches dhm arbre [16]. 
Nous ddfinirons le probl~me de. bra.nchc d'une manibre 
gdndrale, puis nous ddgagerons les part iculari t6s lides au 
domaine de la thermique.  

Considdrons un (tonlainc g6omdti'ique tridiinension- 
nel D. (t61imitd par  sa fl'onti,)re 079. Ce domaine est sou- 
ntis h une 6volution tlmrmique gouvernde 1)ar l 'opdrateur  
de la chaleur en conduction : 

VM • 1~ V .  [k(M.T) . VT(M.t)]  = e(M,T)  OT(M,t) 

cet opdrateur  auto-ad:.[oint [17]. nous assoeions le 
probl~me aux vak'm's propres suivant~ appeld probl?~me 
dc bro,~whe : 

{ VM • ~ ~ .  [k(M)).VV(M)] = X~(,~) V(,~i) (~) 
I 

VM • 0l) -~(M) VV(M).  ~(,~t) = ~ (V(M)  (b) 
(1) 

L'dgalit~ ( lb) ,  v~rifi(~e su:': le bord de Z). sera appelde 
condition limite de Steklov. On ne la. confondra pas avec 
uric condit ion convective de type  Fourier, car ici A est 
une ineomme fide h la fonction V. On peut ddmontrer  
l 'existenee d 'une infinitd d6nonfl)rat)le de solutions. 
appeldes modes propres de branche [18]. On repbre par 
l ' indiee i l 'ordre du inode propre E assoeid i~ la valeur 
propre ~ .  Dans l 'ext)ression de la condition limite, ff (;st 
un coefficient qui assure l 'homogdnditd dimensionnelle. 
I1 est arbi traire,  mais son choix numdri(tue pent 5tre 
gui(t6 par  l 'analyse en ordre de grandeur  des &tuations. 
eomme nous l ' indiquerons pius loin. 

2 .2 .  O r t h o g o n a l i t ~  d e s  m o d e s  

Ddsigmms par ~c l espace  des ibnctions .f ddfinies (tans 
D U ~D, continues, de classe C 1 et de carr~ sounnable. 
La falnille des nlodes propres de 1)ranehe fornle une 
base de F .  Les fbnetions propres v(~rifient la relation 
d 'or thogonal i td  : 

(~'~, E )  --- . / ,  c(M) ~ ( M )  ~, (M) d M  

[ ¢ ~,;(M) t0 (M) d1~ = ~,~ (2) + 
,]0 
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Nous pouvons 6erire la formule de d6composition 
modale, en notant x~ les coefficients de projection sur la 
base propre : 

~c 

f (M)  = E x ~ I / ; ( M )  avec x~ = (f,l/}) (3) 
i - -1  

Aucune restriction n'est impos6e sur la condition 
limite v6rifi6e par f .  C'est une diff6rence essentielle 
avee les bases modales cla~ssiques, pour lesquelles il 
est imp6ratif d:imposer des conditions limites lin6aires 
et homog6nes d 'un  type fix6 (Dirichlet, Neuman ou 
Fourier). C'est la relation de d6composition (3) tronqu('e 
que nous utiliserons pour obtelfir la solution du 
probl6me d'6volution thermique non lin6aire, l'essentiel 
du travail dtant alors de d6termintr l'6.quation v~rifi(~e 
par les coefficients de projection x~. Enfin. notons que 
les valeurs propres sont rdelles si l 'opdrateur tst  auto- 
adjoint, te qui est le cas iei. De plus on montre que 
X: < 0, co qui est eoh(;rent avec le second t)rineipc de la 
thernlodylmmique. 

3. D#TERMINATION ANALYTIQUE 
DE LA BASE DE BRANCHE 

3.1. #quation de branche et forme 
g4n~rale des modes 

Nous pr6sentons la d6marche analytique de calcul 
des modes de branehe pour une g6om6trie simple, le 
lecteur pouvant faeilement refaire les ealeuls. D'une 
mani6re g6n6rale, ce type de d6marehe n'est applicable 
que si le domaine g6om6trique est un produit tensoriel 
d'intervalles, autrement dit des segments (1D), des 
ecrcles et des rectangles (2D), des cylindres, des sph~i'es 
el (Its paralldl6pip6des rectangles (3D), 6ventuellement 
nmlticouehes. Les modes propres s'expriment eoltlme 
des coml)inaisons de fonetions trigonom6triques et de 
fimetions de Bessel. La d6termination des eonstantes 
~fl)outit systdmatiquement 5. la construction d 'une 
dquation transeendante. La recherche de ses racines est 
presque toujours mtmdrique. Si la gdomdtrie h traiter 
est t)lus eomplexe, on ddtermine une at)t)roximation 
de la base de branche en discr6tisant le problbme 
de branche (1) par une m(~thode de diff't%ences ou 
d'dldments fiifis. On est alors rainend g un probl6me 
c]assique de diagonalisation de matriee. Le t)olymSme 
caraet(~ristique du probl6me diseret joue en quelque 
sorte le m6me r61e que l 'dquation transeendante du 
i)roblbme a nalytique. Soulignons que la (t&narche de 
projectioll (le la solution du pro|)l~me non lindaire sur 
la base de branche. (l(~crite au § 4, est ind@endmlte de 
la mani6re dont a dt6 obtenue la base. 

Nous envisageons done un cylin(tre plein de section 
cSrculaire (te rayon R. constitu6 d 'un mat&iau homog6ne 
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de diflusivit6 a. Le probl~me aux valeurs propres 
de branehe, une lois adimensionn6, est d6fini par les 
(~quations : 

{Vr* C]0,1[ 1 d dv*(r*) ~*=1 -c() r ~ d T  (r*--dr. V*(r*)) = l/*(r*) (a) 

,-* = o a = o (b) 
d r *  

r* 1 d V . ( r . )  =c~2 dr ~ ,-* =, ~ V* (1) (c) 
(4) 

darts lesquetles nous avons efl'ectu~5 le changement de 
variables suivant : 

, . * = -  v * ( < ) = v ( ~ )  a -  ~ , = - -  (5) 
R r,i a 

a est une grandeur r6ellc sans dimension et rd est le 
temps earact6ristique de diffusion de la chaleur darts 
le milieu. Toutefbis, te syst~mm d'dquations (4) ne 
sera adimensionnel que si la eontrainte dimensiommlle 
[~1 = [c R] = [M][T]-2[O]- 1 est respeet6e, appliquons le 
principe de moindre ddg6n('rescenee [19] ~ la condition 
limite de Steklov (4c). Cela conduit g maintenir, par 
un choix appropri6 de (, un dquilibre entre le flux et la 
valeur du mode en r* = 1, qui conscrvera au probl~mm 
route sa richesse. Par exemple le choix ( / c R  < <  1 
reviendrait 'h d6gdndrer la condition de Steklov en 
une eondition de Neunlan. Dans le domaine de la 
thermique, la valeur nulndrique du produit c R est 
grande (typiquement 104). Ainsi, par exemple, le choix 
616mentaire ~ - 1 n'est pas judieieux et conduit h des 
solutions m&tiocres du point de vue de la r6duetion. Les 
tests nmmlriqnes cff'ectu(Ss montrent que les choix d 'une 
valeur comprise entre 0 ,5cR et 10acR aboutissent 5 
des mod61es ei~eaces et pratiquement dquivalents. Nous 
rctiendrons par COmlnodit6 ( = c R. 

L'dquation (4a) est uric 6quation de Bessel [20]. Les 
fbnctions propres de branche sont des combinaisons des 
fonctions de Bessel de px'emi~'re et deuxibme espbee 
d'ordre z6,ro Jr, et }~) : 

V(r) = J .  [c~ ~ ]  + AYo [c~ ~ ]  (6) 

Pour d(~ternliner les constantes A et ct, nous 
utiliserons les conditions limites, ainsi que la relation 
d'orthogonalitd. 

3.2. #quations transcendantes 
aux valeurs propres 

La eonstante A doit ('tre nulle pour respecter la 
condition sur l'axe (4b), off }~) tend vers l'infini. 
L'6criture de la condition de Steklov sur la fronti~re 
aboutit g l '6quation transcendante : 

J, [~,1 + ~ Join] = o (r) 
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Elle possbde une infinit6 d6nombrable de solutions 
positives a . .  Les inodes assoei6s aux a,~ sont simples. 
On ne confondra pas l '6quation transeendante (7) avec 
eelles associ6es aux modes de transfert et obtenues dans 
le cas des conditions de Diriehlet, Neuman ou Fourier 
sur 379. Elles s'6eriraient respectivement [21] : 

Dirichlet 

N e l l I n p ~ n  

Fourier 

d V*(r*) r*=l 

v * ( 1 )  = 0 ~0(o)  = o 

ddr. V*(r*)  r*=l  = 0 Jl((2) = 0 (8) 

= - e i  V*(1) O~ , ] l ( C t ) I ~  Jo(Ct) = 0 

Bien entendu les modes sont d6finis 'h, une constante 
multiplicative pr6s. On petit la ehoisir par exemple en 
utilisant la norme construite sur le produit scalaire. 
Nous poserons en d6finitive et sous forme dimensiotm6e 
(voir annexe) : 

avec : 

t,';, (r) = ~ & l  [o,,, ~ ]  

,~,, = n n  ~ ~, (3 + ~ , )  J,,[c~,~] ~ 

(9) 

3.3. Analyse des temps caractEristiques 
de branche 

Pour fixer les id6es, nous appliquons les r6sultats 
pr6c6dents au eas d 'un  cylindre d'acier dont les carac- 
t dristiques prennent  los valeurs num6riques suivantes : 

R = 2cm, ko = 35 V~r.In-I.K - l ,  co = 7.10 ~ J.m 3.K-~. 

1,4.10 's ,l.nl 2"K-1, ~-d = 80s 

Les racines de (7) sont ind6pen(tantes du choix de 
ces valeurs mm~6riques. Un programme, r6alisd avee 
Mathematica T M ,  permet (te construire et de r6soudre 
l '6quation transeendante (7) par mm m&hode du 
gradient standard. La figure I reprdsente les eourbes a 
et -J,[c~]/J0[a] de l '6quation transcendante. Les petits 
cercles rep6rent les racines trouv6es 'h l ' interseetion 
de ces deux courbes. L'allure pseudo-pdriodique des 
fonctions de Bessel simplifie la localisation des racines. 
La m6thode est tr6s pr6eise. On a balayd l'espace 
n ~ [0,400], ce qui est amplement suflisant pour l 'analyse 
qui suivra, le modble pouvant 6tre fortement r~duit, 
C O I l l l l l e  l l O l l S  l e  montrerons plus loin. 

On ordonne les valem's propres par ordre d6croissant 
des temps earaetdristiques r,, = ~-d/ct~,. Les rdsultats 
sont report6s d~ms ie tableau. On remarque imm6diate- 
ment la ddcroissance trbs rapide des temps caraet.6risti- 
ques. Pour les besoins de l'analyse, nous distinguerons 
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Figure 1. Recherche des racines de I'equation transcendante. 
Figure I. Determination of the roots of the transcendental 
equation. 

deux classes de modes : les lnodes rapides et les modes 
lents. Les modes rat)ides v6rifient r,~ < <  rd. Nous choi- 
sissons un seuil de sdparation pour que le premier des 
modes rapides, d'ordre N + 1. v6rifie CtN+, = 6(L soit 
TN+I = rd/3 600. Le tableau, montre qtle certe condition 
est respectde nmndI'iquemeI~t au-delh (te N = 20. Nous 
justifierons eette fi'ontibre au § 3.4..I. 

3.4. InterprEtation des fonctions 
propres de branche 

3 .4 .1 .  C h a m p  d e  t e m p 6 r a t u r e  a s s o c i e  
u n  m o d e  d e  b r a n c h e  

Lcs flmctions propres V,(r) peuw',nt 6tre consid6r6es 
c()mme des ctmmps (le temp6rature particuliers qui 
s 'dtabliraient (Inns le cylindre. D'apr6s (4) : 

{ v, .~ e]0,~[ A'I~5,*(~-*)]+=,,(~'*)=0 (~) 
v(~.*) (lO) d = ;,, (b) 

r*  = 1 (~2r * ,.*=1 

off on a pos6 : w, ( r*)  = a ~ V2(r*), ~ ,  = a ~ ¼7(1). La 
condition (4b) reste inclmngde. 

Sous cette nouw,lle forine, l 'observation de (10) 
montre que les fonctions propres sont assimilables 
~ des champs de tempdrature en r6gime permanent.  
Pour les obtenir  il faut appliquer an eylindre deux 
sollicitations bien pmtieuli~res : une densit6 vohmfique 
de puissance ~ et une densit6 surfaeique de flux ~. Ces 
deux densit('s sont proportionnelles en ehaque point 5 
la valeur du ci~alnp en ce point. Une valeur positive du 
ehainp correspond h m~ apport d'dnergie. Puisque (10a) 
correspond ~ m~ r6gime permanent ,  le bilan de puissance 
sur le cylindre dolt 6tre 6quilibr6. C'est bien le cas. car 
l'dcriture de ce bilan redonne l '6quation transcendante 
(7), vdrifi&~ par les modes proprcs. 
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A. Neveu et al. 

TABLEAU / TABLE 
Racines de I'~quation transcendante 

et temps caract&istiques des modes de branche. 
Ordre 1 h 40. 

Roots of the transcendental equation and characteristic 
times of the branch modes. Order 1 to 40. 

Ordre racine 7- nen  s ordre racine r,~ en s 
T~, OG~ r t  OGz 

1 0 infinie 21 62,0646 0,0207684 

2 2,73462 10,698 22 65,2053 0,0188159 

3 5,69140 2,470 23 68,3461 0,0171263 

4 8,76678 1,041 24 71,487 0,0156544 

5 11.8752 0.567 25 74,6279 0.0143644 

6 14,9974 0,356 26 77,7689 0,0132275 

7 18,1261 0,243 27 80,9099 0,0122204 

8 21,2586 0,177 28 84 ,051  0,0113241 

9 24,3934 0,134 29 87,1921 0,0105229 

10 27,5298 0,106 30 90,3332 0,00980381 

11 30,6672 0,085 31 93,4744 (I,00915597 

12 33,8[)54 0,070 32 96,6159 0.00857029 

13 3 6 , 9 4 4 1  0,059 33 99,7568 0.[)0803905 

14 40,0834 0,050 34 102,898 0,00755571 

15 43,2229 0,043 35 106,039 0,00711779 

16 46,3627 0,037 36 109,181 0,00671118 

17 49,5028 0,033 37 112,322 0.00634104 

18 52,6430 0,029 38 115,463 0700700(17 

19 55,7834 0,026 39 118,605 0.00568705 

20 58,9240 0,023 40 121,746 0,00539735 

3.4 .2 .  M o d e s  l en ts  

Imaginons que le cylindre init ialement isotherme 
soit plong6 darts un fluide g temp6rature  eonstante.  
Le champ de temp6rature  darts le eylindre '~ diff6rents 
instants peut 6tre reli6 5 la forme des modes propres. 
Consid6rons en premier lieu les modes lents. Le mode 
d 'ordre  n = 1 est constant.  I1 correspond an champ de 
temp6rature  ~ l '~quilibre thermique. On le qualifiera 
par  la suite de - m o d e  s t a t ique - .  Les fig'ures 2 et 3 
montrent  l 'allure des fonctions propres associ6es aux 
modes lents 2 et 3. Le mode d 'ordre  n = 2 est typique 
des 6volutions tr~s lentes. Colnbin6 au mode s tat ique 
il donnera  l 'al lure du champ de temp6rature  pour des 
temps sup6rieurs '~ 3 r2. Une eombinaison des modes 1, 2 
et 3 permet  de reeonsti tuer un coeur encore ehaud alors 
que le bord est ddjg fortement refroidi. On rencontre 
cette configuration lorsque le temps de refroidissement 
a t te int  ra. 

3.4 .3 .  F o r m e  l i m i t e  d e s  m o d e s  r a p i d e s  

Les modes rapides correspondent g des ordres n 
, ,grands,, .  Nous avons d6jg fix6 le seuil entre modes 
lents et rapides /~ N = 20, 'a par t i r  d 'un  simple crit6re 
sur les temps caract6ristiques. Donnons une deuxi6me 
raison "gee choix. Lorsque ~ est grand, les fonetions 
de Bessel din(a) d 'ordre  m peuvent 6tre approeh6es par 
des fonctions tr igonom6triques [22]. Oil peut  tronquer 
les sdries pr6sentes dans cette approximation.  En ne 
gardant  que le terme principal  nous 6crirons : 

Jm(c t )~  ~ c o s [ c t -  ( r e + i )  2]  (11) 

Nous dirons que cette t roncature  eonsti tue 
- l ' app rox ima t ion  des modes rapides, , .  Nous pouvons 
alors simplifier l '6quation t ranscendante  (7) aux ordres 
~lev~s en tenant  compte de (11). On montre (voir an- 
nexe) que les solutions sent Men approeh4es par  : 

n > N  o~,'~ I n - 5 ]  ~ (12) 

0.5 

-0.5 
0 0,5 1 

Rayon /'* 

Figure 2. Modes propres de branche d'un cylindre homog~ne. 
Ordre 2. 
Figure 2. Branch eigenfunction for a homogeneous cylinder. 
Order 2. 

0.5 

-0.5 
0 0,5 l 

Rayon r* 

Figure 3. Modes propres de branche d'un cylindre homog~ne. 
Ordre 3. 
Figure 3. Branch eigenfunction for a homogeneous cylinder. 
Order 3. 
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L'erreur  relative ~ sur la racine a commise en 
uti l isant (12) est repr6sent6e sur la figure ~4. Elle ne 
d6passe pas 0,03 % pour N = 20. Au-delg, les points 
s 'al ignent sur une droite de pente 5/2, ce qui montre 
que cette d6croissance est au inoins quadrat ique.  

Ces r6sultats ont aussi des consdquences importantes  
sur la forme de la fonction propre associ6e g u n  mode 
rapide. En effet, pr6s de la surface du cylindre, la 
fonction propre d 'un  inode rapide s 'annule pra t iquement  
snr le bord du eylindre. En revanche a,~ V~(R) ne tend 
pas  vers z6ro, ear a,~ v6rifie l '6quation transeendante.  En 
cons6quence, le flux sur le bord du cylindre ne s 'annule 
pas pour les modes rapides. I1 est posit if  pour les modes 
impairs et n6gatif pour  les modes pairs. 

Si on fait le m6me raisonnement pour calculer les 
modes propres d 'ordre  61ev6 du problhme associ6/~ une 
condition limite de Dirichlet (8), on trouve exactement  

I0-1 

10-2 

~ 10-3 

~10-4 

10 -5 

10 -6 

D 

Q 

Modes LENTS 

I , I : ~  

2 5 

Modes RAPIDES 

, I I , ,  l i  I ,  I 

10 20 50 100 200 
0rdre du mode de branche 

Figure 4. Erreur relative ~l sur les racines de 1'6quation (7), 
en utilisant I'approximation des modes rapides (12). 
Figure 4. Relative error ~1 on the roots of equation (7) with 
the use of the fast mode approximation (1 2). 

0.5 

-0.5 I I 

Mode 15 ~15 ---- 0,004 s 

0 0,5 1 
Rayon r* 

Figure 5. Mode propre de branche rapide pour un cylindre 
homogEne. Ordre 15. 
Figure 5, Fast branch mode for a homogeneous cylinder. 
Order 15. 

le m6me %sultat .  Ainsi, la condit ion de Steklov (4c) sur 
la surface du eylindre peut  6tre assimil6e 'a une condit ion 
de Dirichlet holnog6ne dans le cadre de l ' approximat ion  
des modes rapides. La figure 5 rep%sente le mode 
d 'ordre  15. 

3.4 .4 .  D e c o u p l a g e  d e s  m o d e s  r a p i d e s  

Nous a l lons  montrer  que les 6volutions des modes 
rapides ont tendance 5, se d6coupler. Autrement  (tit, 
l '6tat  X~ dans la ddcomposit ion (13) est inddpendant  
des autres 6tats. Consid6rons le champ de temp6rature  
T dans le cylindre. I1 v6rifie l"6quation (16) et it est 
d6coinposabte sur la base des modes de branche : 

:xz 

i = 1  

(13)  

La formulation variationnelle faible du prob lhne  
d '6volution thermique dn cylindre permet  d'6crire 
l '6quation d '6 ta t  du mode de branche d 'ordre  n 
(voir § 4.2). Pour rendre l '6tude analyt ique possible, 
nous supposons ici que le problbme est lin6aire. Les 
coefficients k, c et h sont done constants.  Nous 6crirons 
alors, en uti l isant  les r6sultats (19), (20) et Pannexe : 

dX,, (t) 
Vn ~ {1,2 . . . .  } A,~X,~(t) - -/,~,~ ( t ~  

= ~.~ X~ (t) + .7~ .  dt 
~, I i = l  

~,~ To)  (14) 

Ces 6quations sont coupl6es. Toutefois, pour les 
modes rapides, les coefficients ~,~ et 7,~ des termes 
crois6s convergent vers {I. D'aprhs l'anneze, cette 
convergence est lindaire pour les couplages avec des 
modes lents (i _< N) et quadrat ique pour les couplages 
avee des inodes rapides (i > N). De m6me, le terme li6 
g la soll icitation ext&ieurc ~ tend aussi liI~6airement 
vers 0. Enfin "ynn tend vers 1. 

Ceci entraine le ddcouplage nuin~rique des 6volutions 
de ces modes, le membre de droite de l'6galit6 (14) 
devenant  n6gligeable. Les 6tats associ6s sont rapidement  
amort is  et suivent la loi temporel le  : 

n > N X,,(t) = Xn(0) exp - a , ,  

Pour des du%es d '6volution sup6rieures ~ 7-N il est 
donc envisageable de ue retenir  que les N premi6res 
6quations (14). Les sonnnations seront tronqu6es aux 
N premiers termes, car, au-del'g, les terines de cou- 
plage avec les modes rapides appor tent  une contr ibut ion 
n6gligeable. Ces derniers sont, en effet, le produi t  des 
coefficients r 1 et 7, qui conw~rgent lin6airement vers une 
valeur nulle, avee des 6tats dont la d&roissance tem- 
porelle est exponentielle,  d 'aprhs (15). Nous obtenons 
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A. Neveu et al. 

alors l '6quation d '6 ta t  r6duite des modes lents. C'est  un 
syst~me d '6quations diffdrentielles coupl6es du premier 
ordre et de dinlension N. 

La figure 6 est une vue sylnbolique part iel le de la 
matr ice sym6trique des coefficients I~/n~l. Chaque pet i t  
cercle repr6sente un 61dment de cette matrice. Le rayon 
du cercle est lid ~ la valeur du coefficient 17,-I. Pour 
phls de lisibilit6, on a retenu pour ces eercles une 
6chelle logarithnfique. Le d6couplage est remarquable,  
les termes diagonaux dolninant  to ta lement  pour des 
ordres sup6rieurs h 20. Notons que le plus grand 
ternle extra-diagonal  d 'une ligne de la matr ice est 
syst6Inatiquelnent cehfi de la prelni~re colonne %~1 (volt 
annexe). Par  exelnple, "/20.1 ~ 0,02 et ")'40,1 : 0,01. Ce 
terme est celui qui caract6rise le couplage avec le mode 
statique. 

I n d i c e  d e  c o l o n n e  

1 i 0 2 0  3 0  

o a l o o o e o e e  o o e  • e o e e e  • • • • • • • 

~ i O .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
m ~ 0 o O o o o o o  • • • e e e o e e • • • • • • • . . • • • 

O e e  
O O O e  
O o e e e  

O 0 O O o o  

, 0 : : :  . . . .  o ,  
: :  . . . . . . .  . 0 , 3  

• . . . . . . . . . .  c O . 1  

: . . . . . . . . . . . . .  0 .o l  
o . . . . . , , . . . . .  

. . . . . . . . . . . . . . . .  0 . 0 0 1  

: : 1 : : : : : : : : : : : : :  . . . . . . . . . . . . .  0 0 0 0 ~  

- : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :  
2 0 o . . . . . . ° , . . , , , ° o  . . . . . . . . . . .  , ,  

. . . o . . , , . . . o o .  . . . . . . . . .  • 

o e . . . ° ° ° . . . * . o o , . , o ° , ° ° ° ~ ° ° ° ° °  

Figure 6. Representation schematique de la matrice des 
coefficients 17~.1. ~ indice de ligne, i indice de colonne. 
F:chelle pour les cercles : rT~; = (1 -- lOg~o1%.1) -1 
Figure 6. Schematic representation of the matrix I%.1. n for 
rows, i for columns. Scale for circle: r.ni = (1 -- log~olT,.I)-'. 

Le choix du seuil de s6paration N = 20 entre les 
inodes rapides et lents est donc raisonnable. C'est  cette 
possibilit6 de scinder la base de branche en deux sous- 
espaces d6couplds qui suggSre l 'idde de la r~duire au 
sous-espace des Inodes lents. Nous verrons que ee choix 
est confirmd par  l 'exemple numdrique du § 4, lnclne 
lorsque le probl~me n 'est  pa~s lin~aire. 

3.5 .  R ~ s u m e  d e s  p r o p r i ~ t ~ s  d e  la b a s e  
d e  b r a n c h e  

Les r6sultats pr~c~(tents sont valables pour u n  cylin- 
(Ire homog~ne infiniment long. Ils sont ind@endants  
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des valeurs num4riques de k, c et R, saul  pour les 
valeurs des temps caraet6ristiques, tous proport ionnels  
au temps earaet~rist ique de diffusion de la ehaleur par  
conduction. 

La base de branche se r~v~le tr~s riche. Elle 
rassemble, en quelque sorte, routes les conditions limites 
homoghnes stir la surface du cylindre : 

Neuman (flux nul) pour le mode stat ique ; 
Fourier (flux lid lindairement g la valeur du mode 

stir la fl'onti6re) pour les modes lents ; 
Diriehlet ( temp6rature  mille) pour les modes rapi- 

d e s .  

L'approxi lnat ion des modes rapides fait appara i t re  
une possibilit6 de rdduetion par  t roneature  du fair 
du d6couplage immdrique entre les 6volutions des 
modes rapides et lents. Cet te  propri6t6 a 6t6 raise 
en 6vidence pour une 6quation d'6volution lindaire. 
Toutefois, nous v6rifierons an § 4, grace g une ~tude 
de convergence mml~rique des ~161nents de la matrice 
I'~nil, que l ' in t roduct ion de la non-lin6arit~ ne change pas 
eerie tendanee profonde, lide h la dynamique temporelle 
des modes de branche. 

Nous allons donner h present un exemple d 'appl ica-  
tion de la ddcomposit ion sur la base de branche d 'un  
champ de tempdra ture  en r6gime variable. Cet te  illus- 
t ra t ion de la m6thode s 'aptmie sur un cas physique 
concret. I1 s 'agit  en effet dhm processus de transibr-  
1nation des in~taux souvent rencontre} darts l ' industr ie  : 
le t ra i te lnent  thermique par trempe.  Outre son int~r£~t 
pratique, cet exemple pr(~sente de nolnbreuses diflicultas 
de modOlisation. En particulier,  il comporte  des non- 
lingarit6s en vohune et en surface, cas oil l 'ut i l isat ion de 
la ba~se de branehe devrai t  se r(~vOler ettieaee. 

4.  S I M U L A T I O N  DE LA T R E M P E  
T H E R M I Q U E  

4 .1 .  D e s c r i p t i o n  p h y s i q u e  d e  la t r e m p e .  
A s p e c t s  n o n  l i n ~ a i r e s  

La t rempe thernlique des m6taux est une op6ra- 
t ion de t ransformat ion des propridtds in6tallurgiques. 
Elle consiste h chauffer le nl~tal g haute tempdrature  
(900 °C), puis "£ le refroidir 5nergiquement en le plon- 
geant dans un fluide (huile h 150 °C). Elle est utilisde 
par  exenlple pour augmenter  la limite dlastique des 
pi~ces m~eaniques conune les arbres ( t rempe 5 coeur). 
On pent  aussi dureir  les surfaces de contact  comme 
les dents d 'ml  engrelmge ( t rempe superficielle). Le pro- 
cessus de t rempe est complexe, car il fair intervenir 
des changements de s t ructure  darts le r6seau cristal- 
lin, qui ddpendent non senlement de la tempdrature  
de t rempe,  mais aussi de la vitesse de refroidissement, 
particuli~rement dans les premiers iustants [23]. 

La moddlisation proposde de ce processus ne vise iei 
qu 'g  ilhlstrer la m6thode de ddcomposit ion sur la base 
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de branche. Aussi avons nous simplifi6 un peu le mod~te 
physique, en supposant  par  exemple une t ransformat ion 
martensi t ique dans tout  le cylindre. Nous supposerons 
le ehauffage pr~alable uniforme. Ceci ne retire rien au 
earaet6re g6n6ral de la d~marehe que nous proposons. 

Nous 6tudions le refroidissement d 'un  eylindre plein 
en aeier de rayon R = 20 Inni, que l 'on tremt)e dans 
un bain d 'huile fi 140 °C h par t i r  d 'une temp6rature  
initiale de 840 ° C. Ce probl~ine pr6sente de nombreuses 
non-lin6aritds. Tout d 'abord ,  il y a la presence de deux 
phases ayant des eonductivit6s thermiques sensiblement 
diff6rentes et qui varient avec la telnp4rature.  Ensuite, 
le changement de phase s o l i d e , o l i d e  provoque des 
d~gagements de ehaleur latente~ que l 'on mod61ise par  
une capacitd thernfique voluinique apparente,  qui varie 
fortement dans la marge de tempera ture  o/1 a lieu le 
changelnent de phase. La eapaei% ealorifique volumique 
apparente  c(T) et la conductivitd thermique k(T) de 
l 'acier AISI 1042 sont donn6es sur les fi.qures 7a et 7b 
respeetivement [24]. 

On posera par  la suite c(T) = c 0 + C l ( Z )  et 
k(T) = ko + kl(T), la constante co servant dans le pro- 
duit  sealaire. 

Elffin. les dchanges superficiels d5pendent 6troite- 
ment de la tempera ture  et du flux 6ehang~ en surface. 
En particulier,  si la t rempe a lieu dans un liquide, 
il se forme autour  du eylindre, dmls les premiers ins- 
tants  apr~s immersion, tin fihn de vapeur qui bloque 
les 6changes (cal~faction ou ph6nom6ne de Leidenfrost).  
Par  ta suite, on assiste '£ une ~bullition nucld6e qui 
entraine des 6ehanges trhs incenses. Lorsque, e n f i n ,  la 
surface du cylindre devient - f ro ide  >>, l '6bullition devient 
ndgligeable et les dchanges ont lieu essentiellement par  
convection en phase liquide [25]. L'al lure typique de la 
variation du coefficient d 'dchange h(T) a vec la temp6ra- 
ture T pour une t rempe da.ns de l 'huile ~ 140 °C est 
donn6e sur la figure. 7c. 

4.2.  T r a n s f o r m a t i o n  i n t ~ g r a l e  par  
m o d e s  de  b ranche .  # q u a t i o n  d 'e ta t  

En consid6rant que le cylindre est suffisanunent long 
et que h' t ransfert  de chaleur dans le sens radial  est le 
seul signifieatif, l '&tuation de la ehaleur et les conditions 
limites s 'dcriront : 

I OT(r,t) "~ OT(r,t) 
r ~]0,H[ (k(T) r = c(T) 1 

7 ~ ar  ) at 

am(~,O 
r = 0 ~r = 0 

r R -H(T) aT(r,t),-=~ = h(T)(T(R,t) - To) (c) 

(~) 
oh T0 est la temp6rature  de rdf6rence darts l 'huile ; k, 
c et h d@endent  de la tempdrature ,  comme le montre 

(~) 

(b) 

14 

"-' 12 
,'T' 

lO 

8 

• g 6 

4 "N 

~ 2 
¢.9 

0 
100 

60 

5o 
A~ 

i~ 40 

~ 30 p-  

-~ 2o 
c~ 

1o 

200 300 400 500 600 700 800 

Tem#rature [°C ] 

a 

900 

0 
100 200 400 600 800 10~0 1200 

Tem#rature [°C ] 

b 

7000 

~ooo ~ ~  
=-  5000 

4000 

3000 

2000 

10~0 

0 
150 250 350 450 550 650 750 850 

Tem#rature [°C ] 

¢ 

Figure 7. a. Capacite thermique vNumique ,  b. conductivit& 
c, coefficient d'~change super f ic ie l .  

Figure 7. a. Apparent heat capacity, b. Conductivity. c. Surface 
heat e x c h a n g e  coeff ic ient .  

la figm'e 7. Op~rons tdors la t ransfbrmat ion int6grale 
qui consiste ~ mult ipl ier  1;~quation (16a,) par  la fonetion 
propre de branche E ( r )  et h intdgrer le r~sult.at entre 0 
e t R :  

L ~ aT(r,t) = ~(W) V~ (~-) 2~rd~ (17) 
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A. Neveu et al. 

En in%grant par  part ies le membre de gauche et ell 
se servant des conditions limites (16b) et (16c), nous 
obtenons : 

2~ Rh(T)  V,(R) (To - T(R,t)  ) 

foo ~ d E ( r )  OT(r,t) - k(T) dr" Or 21~r dr  

o R OT(r,t) 
= c(T) E(r)  2 r r r d r  (18) - N - -  

Or, nous cherchons une solution de la forme (13). 
En remplaqant alors dans (18) la tempera ture  par  sa 
ddcomposit ion (13), nous obtenons l '~quation d '~ta t  non 
lim!aire du mode i : 

~ dXj(t) 
- (r~s + .rkj Xj  (t) + ~, T0 = 7~J dt 

j = l  j - -1  

(19) 

a-v'e c : 

~ dV~(r) dV~.(r) 2 g r d r  (a) 
~s = ff~i k(T) dr  dr  

'hi = 2 n R h ( T )  I~(R) V~(R) (b) (20) 

0'~3 c(r) ~ ( r )  V)(r) 2 g r d r  (c) 

~ 2nRh(T) ¼(R) (d) 

Par  ailleurs, pour  connaitre la valeur initiale d 'un  
~tat X~, on se sert de la fornmle de project ion (3) pour 
d~composer le champ (te temp6rature  initial sur la base 
propre de branche : 

fo 
r 

Xi(0) = V~(r) T(r ,O)2rtrcodr+2nRZcoV~(R)T(R,O) 

(21) 

Les ~quations (19) et (21) peuvent  ~tre ~crites pour 
chaque mode ¼ dans la base de branche. On aura  
ainsi un syst~me d '6quations diff6rentielles ordinaires 
non lin~aires avee conditions initiales, dent  la %solution 
pe rmet t ra  de d~terminer l '~volution des 6tats modaux 
X~(t) et, par  consSquent, celle du champ de temp6rature ,  
selon (13). 

4.3. D~marche de r~solution numErique 

A fin de simuler le problbme de t rempe d6crit all § 4.1. 
5 l 'aide d 'un  mod~le modal  de branche, une d~marche 
numdrique est adoptde. Tout d 'abord,  on d6termine les 
616ments propres du cylindre. Ici, nous avons utilis~ par 
commodit~ une approximat ion sur 200 ~lSments finis 
lin6aires, %part is  de maniSre progressive entre l 'axe et 
la surface du cylindre. Ce calcul donne prat iquenmnt 
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les m~mes r~sultats que le calcul analyt ique du § 3 
pour les 150 premiers modes. Nous verrons que la 
%duct ion se contente des 20 prenfiers modes. Pour 
les obtenir  avec une grande p%cision, une quarantaine 
d'5l~ments auraient  ~!t6 largement suffisants. De plus, 
on constate  que les 6carts entre des lnod~les comportant  
plus de 50 modes sent indiscernables. L 'ut i l isat ion 
(te 200 ~14ments consti tue donc ici s implement une 
r~f~rence identique au calcul analytique.  

Ensuite,  les d6riv6es temporelles sent approch6es 
par  des difffirences finis du premier ordre. Ainsi. le 
systbxne d '6quations pe rmet tan t  d 'obteni r  les ~tats X~ (t) 

l ' ins tant  t = to + At  ~ par t i r  de leurs valeurs X,(to) 
l ' ins tant  to s%crit : 

N N 

j 1 j : l  

(22) 
On adopte  un sch~.ma implieite pur, c 'est-h-dire que 

les coefficients ~ij, ~ j ,  ~ j  et ~ sent  dvalu~s ell fonction 
du champ de te lnp6rature  5 l ' ins tant  t. La %solution (tu 
syst~me (22) se fait alors par  une m~thodc d ' i tdrat ions  
successives, selon les 5tapes suivantes : 

connaissant le champ de t empdramre  i~ l ' instant  
to, on calcule les coefficients ~.,~, rj,j, 7~j et ~ selon 
(20) pour T(t0) ; le calcul des intdgrales utilise une 
quadra ture  de Gauss sur 200 516ments linSaires, rdpartis  
entre l 'axe et la surface du cylindre ; notons que cette 
technique d '6valnat ion des in%grales est parfai tement  
compat ible  avec Yutilisation d 'une approximat ion des 
modes de branche par dl6ments finis ; 

le syst~me (22) est rdsohl en X~ (t) par  une llldthode 
directe (factorisation LU) ; 

on reconsti tue le champ de telnp~rature T(t) sur 
le maillage utilis6 pour l ' intdgrat ion mml(Mque '~ par t i r  
des valcurs de X~(t), selon la forlnule (13) (la somme 
comprenant  dans cc (:as un nombre fini de termes) ; 

l 'dcart  de tempdra ture  entre la nouvelle estinmtion 
(te T(t) et l 'ancienne est calcul5 eli valeur absolue en 
chaque point  du mafllage ; on consid~re alors qu'il  y a 
convergence si l '~cart ma.xim~l est infdrieur ~ u n e  valeur 
donn~e (0,01 °C (trois les cas trai%s ici) ; 

s'il n 'y  a pas convergence, on calcule de nouveml 
les coefficients ~c~j, *l~.;, %,J et ~i, selon (20), pour la 
nouvelle es t imat ion T(t) du chalnp de telnpdrature.  
et l 'on recolnmence une nouvelle it6.ration 5 par t i r  de 
l 'd tape 2 ci-dessus. Les i%rations sent rdpdt~es jusqu 'h  
c o n v e r g e n c e , .  

Ainsi, ell pa r tan t  de l ' instant  initial off le chalnp de 
tempdn~ture cst comm, on i)eut sinmler l '6volution de 
ce dernier au cours du temps en appliquant  la d6nmrche 
d6erite ci-dessus pour passer d:un instant donnd it 
l ' ins tant  suivant. Cet te  dSmarche n'est  dvidelmnent 
pas optima]e, inais elle fournit un lnoyen robuste 
de rSsolution et suflit pour illustrcr la m6thode de 
(t~composition sur la base de branchc. 
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4 . 4 .  S i m u l a t i o n  a v e c  u n e  b a s e  c o m p l e t e  

Le processus de trempc est sinml6 sur une dur6e de 
180 s, avec un pas de temps de 0,5 s. Un premier catcul 
est eff'ectu(} ~t l 'aide d 'une base modale comprenant 
100 modes et eonsid6r~e comme -complete>,. Ceei se 
justifie par Ie fair qu'~ partir  de ee nombre (et m~ine 
avant), les solutions obtenues deviennent pratiquement 
insensibles ~ l 'augmentat ion de la dilnension de la base. 
Par ailleurs, les r6sultats du modb.le d'ordre 100 sent 
eolnpar~s 'h eeux obtenus par role simulation purement 
numdrique, utilisant le mod5le ~ 200 dldlnents finis. 
Certes, ee choix n'est pas optimal, mais il garantit  une 
r~fdrence fiable, 6.rant donn6 que, pour les tempdratures 
observ6es ici, les r6sultats ne changent qua,siment plus 
g partir d 'une  einquantaine d'61~ments. Les diff6renees 
entre les r6sultats des deux mod~les (modal de branehe 
et 61dments finis) sent totalement n6gligeables (de 
l'ordre tie grandeur (ill crit~re d'arr6t du processus 
it6ratif, soit 0,01 °C). 

La fiWure 8 inontre l '6volution de la temperature en 
trois points du cylindre : l'axe, le milieu du rayon et 
la surface. On distingue par exemple sur la eourbe 
d'dvolution de la temp6rature de surface les trois phases 
du refroidissement. Ainsi, avant 5 s environ, on a nn 
d6but de refroidissement - lent , , ,  dfi '~ la caldfaetion. 
Entre 5 et 10 s environ, on distingue la phase d'dbullition 
nuc166e caractdris6e par des 6changes trbs intenses et se 
traduisant  iei par un refroidissement tr6s rapide. La 
troisibme et dernibre phase correspond ~ la convection 
en phase liquide, avee line pente beaueonp moins raide. 
Le m6me type d'6volution est r6percut6 par diffusion '~ 
l 'intdrieur du eylindre (Ini-rayon et axe) mais avee mi 
certain retard. 

Par ailleurs, et toujours sur la courbe d'6volution de 
la temp6rature de surface, on observe aux alentours de 
30 s une sorte de - p a l e r - ,  qui correspond en fair au 
d6gagement de chaleur latente dfi ~ la transformation 
de phase '~ l ' int6rieur du eylindre. 

8 5 0  ~ , , , , , 

7 5 0 -  ~ x A r e -  " 

r ~  6 5 0 -  ! ~ Mi-rayon . . . . . .  

5 5 0 -  ' 

i 
4 5 0 -  

350-- 

2 5 0 -  

150 

Temps (s) 

Figure 8. Iiivolution de la temperature dans le cylindre Iors 
d'une trempe. 
Figure 8, a. Evolution of the temperature in the cylinder 
during quenching. 

4 . 5 .  R e d u c t i o n  d u  m o d e l e  

Lo plus grand avantage de l 'util isation des bases 
modales r6side bien ~videlnment dans la possibilit~ de 
r6duetion de ees bases t~ un hombre assez limit6, de 
modes. Ceci permet d'effectuer ties simulations prdcises 
et en m~me temps rapides, ce qui peut 6tre tr~s 
utile lorsque l 'on dolt faire m~ trt~s grand nombre de 
simulations, comme c'est par exemple le eas dans les 
identifications param6triques de coefficients d'~change 
ou in~'~.nle de propri(}tds thermophysiques. 

Le problbme de trempe a ainsi 6td simul6 '~ l'aide de 
trois modbles r6duits comprenant respeetivement 5, 1() 
et 20 modes. Aria de mieux appr6cier l ' importanee de 
la r6duction, prdeisons (pie le tenlps de simulation stir 
l 'ordinateur utilisd a 6~t4 de 1 222 s pour le inod6le 
d'616.ments finis h 201 noeuds ct, pour les inod~les 
nlodaux, de 405 secondes avec 20 modes. 128 secondes 
avee 10 modes et 57 seeondes avec 5 modes. 

Les eourbes d'dvolution de la tempdrature 6tant pra- 
t iquement eonfoiMues, nous avons traed iei l 'dvolution 
des erreurs absolues dues '~ la troncature ties trois 
modbles, et ee pour la temp(~rature sur l 'axe (fig~tr'e 9) 
et sur la surface du eylindre (fl;.qv, re 10). Une 6ehelle 
logarithmique a dt6 choisie pour le temps, car l 'erreur 
est concentr6e aux premiers instants de la simulation. 

On eonstate, snr l'axe du cylindrc, que le mod~le 
~ 5 modes implique une erreur non n6gligeable. Elle 
atteint  notamment  la valeur de 23 °C environ '~ 3.5 s. 
L'examen des rdsultats (re r6fdrenee montre que eet 
instant  correspond au d6but de l 'dbullition imcl6de et 
que la temp6rature '~ la surface est passde tie 722 °C (h 
3 s) i~ 621 °C (h 3,5 s). Ce refroidissement brusque en 
surface n'est  done pas bicn rdpereut6 jllsqu",?t l 'axe du 
cylindre. ~. cause (lu manqt~e de -modes  rapides,,. 

Par centre, le modble '~ 10 modes fburnit des rdsultats 
tout h fair aeceptables, avec une erreur inaximale 
(toujours '~ 3,5 s), tie l 'ordre de 3 +C seutement. Enfin. 
le nlodble '~. 20 modes ne pr(£sente pra.tiquement pas 
d'erreur (maximum de 0.7 °C h 3,5 s). 
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5 modes - -  

] 0 modes . . . . .  

20 modes . . . . . . . . .  12. 
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Figure 9. Erreur de r~duction sur I'axe du cylindre. 
Figure 9. Reduction error on the cylinder axis. 
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F i g u r e  I 0 .  E r r e u r  d e  r e d u c t i o n  sur  la s u r f a c e  d u  c y l i n d r e .  

F i g u r e  1 0 .  R e d u c t i o n  e r r o r  at  t h e  c y l i n d e r  s u r f a c e .  

Sur la surface du cylindre, le mod61e 5, 5 modes 
est toujours le re. ins prdcis, mais avec une erreur de 
plus faible amplitude que sur l'axe. En eft.t, sa valeur 
maximale . s t  de 5,6 °C, et seulement pour le premier pas 
de temps. Les deux autres modules r&hlits ne pr6sentent 
pratiquement pas d'erreur significative : un maximum 
de 1,2 °C pour 10 modes et de 0,2 °C pour 20 modes. 

On constate ainsi que la r6duction des bases propres 
de branche peut &re assez importante,  et ceci malgrd 
les .frets non lin6aires engendr6s par les ,,pies,, du 
coefficient d'4change h et de la capacit6 calorifique 
vohnnique c. 

4.6• Retour sur le d~couplage 
des modes 

Dans l 'exemple que nous venons d'&udier, nous 
avons r6duit les modules (par troncature).  Les r6sultats 
sont satisfaisants. Toutefois, nous avions justifi~ l'idde 
d 'une r6duction de la base de branche par une analyse 
d 'un  probt&ne lin~aire au § 3. Cette analyse avait fait 
ressortir deux id&s : 

les constantes de temps associ5es au mode d6crois- 
sent rapidement ; les modes <,s'effacent,, exponentiel- 
lement apr~s trois ibis la eonstante de temps ; l'~limi- 
nation des modes rapides e s t  done possible, si on ne 
s'int~resse pas aux temps tr~s courts ; 

les modes de branehe tendcnt  g dvotuer de 
mani~re d~coupl6e, d ' au tan t  plus qu'ils sont rapides ; 
l'61imination d 'un  mode d6eoupl~ ne perturbe pa~s 
l 'dvolution des autres modes. 

Cette analyse est-elle encore justifide dans le cms de 
l '6volution non lin~aire envisag& iei ? La dderoissance 
des temps caractdristiques , s t  une propri&~ intrins~que 
des modes de branche. De plus, l 'expression (19) est 

3 0 0  

toujours une 6quation ditt>rentielle du premier ordre en 
temps. La d6eroissance exponentielle des 6tats sera done 
globalelnent vraie en non lin6aire. 

Pour le d6couplage, il faut faire une analyse 
num6rique de convergence des diff6rents coefficients 
pr6sents dans l '6quation (19), en fonction de l'ordre 
du mode. La simulation a 6t6 eft, crude avec 200 modes 
propres. Bien entendu, les coefficients 6voluent au cours 
du telnps, en raison de la non-lin6arit6. Nous prdsentons 
uniquement  l 'analyse des r6sultats pour la matriee % 
mais on tire le inhme type de conclusions g propos de la 
convergence des coefficients des matrices ~,, ~/et ~. 

La figure II  e s t u n e  vue partielle de la matrice 
des coe.Ncients I%-I a pr~.s 3 secondes d'6volution, le 
type de repr6sentation dtant identique "g celui de la 
figure 6'. Rappelons que c'est 'g cet instant  que l 'erreur 
est maximale pour les modbles rdduits. On remarque 
que les 8 premiers modes sont fortement couplds. Ceci 
explique la mauvaise perfornmnee du inodble d'ordre 5. 
Au-del5 de l'ordre 20, la diagonal,  domine. Nous 
remarquons touteiois la persistance d 'une bande autour 
de la diagonale, qui t raduit  un couplage entre ml mode 
et ses proches voisins. Ceci peut expliquer la faible 
erreur constat6e avec des modifies r&tuits 'a l 'ordre 10 
et 20. Pr&:isons que eette ba nd ,  s~estompe att-delg de 
l'ordre 100, ce qui n'est pas visible sur la figure. 
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F i g u r e  1 1. R e p r f i s e n t a t i o n  d e  la m a t r i c e  des  c o e f f i c i e n t s  i>-I 
I o r s  d ' u n e  t r e m p e  ~. t = 3 s .  

F i g u r e  I I .  R e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  m a t r i x  I 'Y, , i l  d u r i n g  q u e n -  

c h i n g  a t  t = 3 s .  

La tn6nm matrice est repr6sentde sur la figure 12. 
apr6s 21 see.rides d'dvolution. Cette lois, le ddeouplage 
des modes, ddjg bien rSel d~s l'ordre 5, est net au-delg 
de l'ordre 10. Pour des temps d'6,volution supdrieurs, les 
graphes obtenus sont semlflables "g eeux de la figure 6. 
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Figure 12. Representation de la matrice des coe~cients h=il 
lors d'une trempe a t = 21 s. 
Figure 12. Representation of the matrix I ~ I  during quen- 
ching at t = 21 s. 

5. PERSPECTIVES 

La base de branche se rdv~le tr~s riche g l'usage 
pour moddliser des phdnom~nes de conduction non 
lin~aire. L'exemple choisi est ici volontairement tr~s 
simple g6om&riquement. Toutefois, il r6v~le d~jh les 
potentialit4s de la m&hode : t rai tement de non- 
lindaritds internes, inddpendance de la base vis-g-vis 
des conditions limites, dominance des modes lents et 
dficouplage des modes rapides. Cette derni~re propri&6 
suggt;re la possibilit~ de r6duire le modt?le. Le cri%re 
de r~duction propos6 cst ~ldmentaire, puisque c'est une 
simple troncature scion la valeur des temps propres. 
L'exemple traitd a montr~ qu'il est satisfaism~t, m&ne 
s'il laisse entrevoir la possibilit6 d'aller au-del'g. Des 
eritbres encore plus performants pourront done &re 
recherch6s 'g l'avenir. 

Commc pour la m&hode modale utilisant les bases 
de transfert, on peut s 'a t tendre g ee que la d&narche 
soit d 'au tant  plus performante que le modble est 
complexe. On peut en effet envisager d'utiliser la base 
de branche pour traiter des configurations gdom&riques 
multidimensionnelles. Dans ce cas, un des atouts de la 
base de branche sera de pouvoir traiter des conditions 
limites non lin~aires, mais aussi variables spatialement 
sur la fronti~re. Ce cas se rencontre fr~quemment en 
convection, autour de corps qui per turbent  l'~coulement. 
C'est aussi le cas lorsque les ~ehanges par rayonnement 
ne peuvent /etre n~glig~s. On rencontre ce ph6nom&m, 
par exemple, lors d 'une treInpe dans un gaz o~ le 
solide k traiter rayonne vers les parois de Penceinte 
de confinement. C'est clans cette voie d 'applieation 

• g des probl6mes inultidimensionnel non-lin6aires, avec 
des conditions limites spatialement non homog6nes, que 
nous poursuivrons nos travaux sur les bases de branche. 
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ANNEXE 

Dans cette annexe, co est une eonstante.  

Consequences  de I 'o r thogona l i t~  

Appliquons la formule g6n6rale de l 'or thogonali t6 des 
modes de branche (2) an cas part iculier  du cylindre : 

2JrR2co E*(r*)¥'~*(r*)r*dr* 

+ V,*(1) Vj*(])] = &.~ 

Multiplions par  ~* l '6quation (4a), v6rifi6e par  V,*. 
hlt6grons alors sur le cylindre. On peut  faire appara i t re  
les conditions limites (4b, 4c) par  une int6gration par  
parties.  En uti l isant  l 'orthogonali t6 on obtient : 

2 g R 2 c0 dr* dr* = c~i &j 

par t i r  de cette relation, nous pouvons d6duire une 
expression de ~ij d6finie par  l '6quation (20a). Elle est 
utile pour construire l '6quation d '6 ta t  lin6aire (14) 'k 
par t i r  de (19) : 

~ R dV~ (r) dV~ (r) 
~3 = -A~6~j + k~(T) dr dr 2T~rdr 

N o r m e  

Les modes sont d6finis h une constante mult ipl icat ive 
pr6s, notde ~ : 

1 
l/l(r*) : ~ J0 [ct{ r*] 

On peut  choisir 2v~ en uti l isant  la norme construite h 
par t i r  de la relation d 'orthogonali t6.  Nous poserons en 
ddfinitive : 

~ ~ 2 x R 2 c o  dot~r  I r or  j +d0[a~] 2 

L ' int6grat ion analyt ique est possible ici. De plus, a i  
v6rifie l '6quation t ranscendante,  soit : 

3 0 2  

A p p r o x i m a t i o n  des modes  rapides 

On peut  coustruire un d6veloppement des fonctions 
de Bessel 'A l 'Mde de fonctions tr igonom6triques valables 
pour c~ x grand : 

dm(aX) ~ [ (  - ~ "Z~:(8~) + ' " )  

( 4 m  2 - 1) ...) 
• s i n [ c ~ z -  ( m + ~ )  ; 

On peut  alors 6crire l '6quation t ranscendante  sous 
forme approch6e '~ l 'ordre 2 : 

Jl (ot~,)~... 7 t~ (o~n _ 4 ) 
a , ~ -  , 1 0 ( a , ~ )  - 8 

En 6tudiant  les courbes c~ et tg[c~ - ~/41, on constate 
qu' i l  existe une valeur de N telle que, s i n  > N, alors 
la solution de cette 6quation transcend~nte est tr6s bien 
approch6e p a r :  

La pr6cision d6passe 5.11} -a pour n > 20. L'6tude de 
la courbe d 'erreur  confirme bien le caract6re quadrat ique 
de cette approximat ion (figure 5). Nous ret iendrons 
N = 20 comme fronti6re d ' approximat ion  des Inodes 
rapides. Utilisons '~ nouveau le d6veloppelnent jusqu 'au  
deuxi6me ordre des fonctions de Bessel, ainsi que 
l 'expression approch6e de la racine. On trouve, aprhs 
un calcul sans ditticultds : 

temps caract6rist ique : 
Td 

Tn 

norme de la fonetion propre : 

R 2 e0 1 .N~, -~ - -  

La fonction propre sur le bord r = R peut  ~tre 
exprimSe simplement dans le cas g6n6ral : 

~ (  R) - go(~. ) _ g~,(~,,) 
v/~0 ~R~ (a + ~,~) go [~]~ 

Jo(a'.) 1 

On en d6duit  hnm6diatement  Fapproximat ion pour 
les modes rapides n > N : 

v~(n) ~ (-1)'~+~ 1 
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Introduisons le terme surfacique ~. i  ddfini par  : 

~ -= 2 u n  ~ ~0 v,~(n) v~(n) 

Pour n > N, nous pouvons alors l 'approcher  par  : 

t enne  crois6 len t - rapide  

2 1 
i _ N  1 ~ 3 , ~ , - ~  {n_5,i 

terme diagonal 

2 

- terme crois4 rapide rapide 

2 (-1) "~+~ 
i > N  13<~- -  

(o 

Not.ons ell pa.rticulier la majora t ion  6vident.e 

Vi a , > O ~  h2,.l< 

La formule de l 'orthogona.lit4 des modes de branche 
permet  d 'obteni r  directement  le terme int6gral -? de (14) 
comme une expression lin6aire de ,2 : 

> .  = ~ 0 V , ~ ( : 0 V ~ ( ~ ) 2 x ~ d r  = 6 , . - , ~  z r~ 

17 
De m6me r/hi - /3~i 

CO /~  

Les m6mes approximat ions  sont donc applicables g 
ces deux termes. Ces diff6rentes formules permet tent  
de d6duire la convergence des coefficients de l '6quation 
d 'd ta t  associ~s aux modes rapides. Dans le cas lin6aire. 
les valeurs limites sont nulles, sauf pour les termes 
diagonaux 2,',-~ qui convergent vet's 1. 

7 ]  n i 

2 "Yr~ i ) 
o ( ~ )  si ,:_<N 

1 
3 - 0  ]~-5 si i = n  
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A b r i g d e d  E n g l i s h  V e r s i o n  

S i m u l a t i o n  o f  n o n l i n e a r  n o n - s t e a d y - s t a t e  c o n d u c t i o n :  e x p a n s i o n  o n  t h e  b r a n c h  m o d e s  

!. Introduct ion 

Among the various methods  that  can be used to 
solve non-steady heat transfer  problems, the modal  
methods have the advantage of giving a solution that  
can be expressed formally. These methods consist in 
expanding the tempera ture  fieht on a spat ial  basis 
of eigenfunctions. They have been widely used since 
they were first introduced by Fourier in 1822. However, 
to be expandable  on the modal  basis, a t empera tu re  
field must satisfy the same homogeneous boundary  
conditions tha t  were used in the definition of the 
cigenvalue problem. This problem has been so fa.r 
overcome by considering tha t  the t empera ture  field is 
the sunl of two contributions: one 'dynamic '  term that  
satisfies the t~omogeneous boundary  conditions, and is 
thus expandable  in terms of the. eigenfunctions, and 
second its complement called the 'sliding'  contrit)ution. 
Yet, only the solutions of a linear problem having the 
same kind of boundary  conditions can be solved using 
this approach. 

In this article, a new modal  method using 'branch 
modes '  is proposed, tha t  allows us to solve various nonli- 
near problems (such as tempera ture-dependent  thermo- 

physical propert ies)  with any kind of nonlinear boun- 
dary  conditions. The theoret ical  bases are presented. 
and the method is tested in the case of the quenching of 
a steel cylinder. I t  is also shown that  the modal  inodel 
can be reduced while keeping a good accuracy. 

2. Existence of the branch basis 

The 'branch eigenvahm problem'  is defined by 
equation (1). V(M) is the eigenflmction associated to 
tile eigenvalue A. The originali ty of this problem is that  
it uses a 'Steklov'  boundary  condition ( lb) ,  in which 

is an a rb i t ra ry  coefficient used to homogenize the 
dimension of the right term. One can show that  there 
exists a countable infinite basis where tim cigcnelements 
can be mmfl)cred as E aim .\~. 

The eigenfunctions t} sa.tis(v the orthogonali~y 
relation (2) and form a complete basis for the space 
of fnnctions tha t  are continuous in 7)O OD and have 
integrable squares. Any such flmction f (:an thus be 
expanded in terms of the eigenfunctions as shown 
by equation (3), whatever the boundary  conditions it 
satisfies. 

3 0 3  
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3. Analytical determinat ion 
of the branch basis 

The procedure for the calculation of the branch 
modes is demonst ra ted  ill the case of a cylinder of 
radius R. The branch problem equations are wri t ten as 
(4) with tile change of variables defined by (5). The 
coefficient ~ is taken equal to c R. Equat ion (4a) is a 
Bessel equation and the general ibrm of the eigemnodes 
is given by (6). The constants  A and a are determined 
using the boundary  conditions and the or thogonal i ty  
relation. 

The constant  A should be equal to 0 to satisfy 
the bomldary  condit ion (4b). Condit ion (4c) leads to 
tile t ranscendental  equation (7) that  should not be 
confused with tha t  associated to tile classical ' t ransfer '  
eigenvalue problems wri t ten in (8). The eigenfunctions 
are normalized with equation (9). 

A set of numerical values is taken for R, k, c, 
and rd. The t ranscendental  equation is solved using 
Mathemat ica  TM, and figure 1 shows how the roots  are 
localized at the intersection of two curves. The results 
in the table show tha t  tile characterist ic t imes decrease 
very quickly. A mode is considered to be ' fast '  when 
7,~ < <  rd. In this case, the first fast mode is considered 
to be mode 21. 

Equations (4) re-wri t ten as (10) (with (4b) unchan- 
ged) show tha t  each eigenfunction is the solution for a 
par t icular  s teady-s ta te  thermal  problem with an inter- 
hal power generation and a boundary  heat  flux tha t  are 
proport ional  to the temperature .  Considering tha t  the 
cylinder, initially at  a uniform temperature ,  is immer- 
sed in a flnid at a constant  temperature ,  one can see 
that  the first mode (n = 1) tha t  is uniform can repre- 
sent the initial and the final states.  The combinat ion of 
the slow inodes 1 and 2 (tile la t ter  shown in figure 2) 
can represent very slow evolution after t ime r > 3 r2. A 
combinat ion of nlodes 1, 2 and 3 (figure 3) can represent 
tile t empera tu re  field when the heart  of the cylinder is 
still hot while its surface is a lready cooled. 

As for tile fast modes, using tile approximat ion (11) 
of the Bessel functions, it is shown tha t  they tend 
towards the modes of a classical eigenvalue problem 
with a Dirichlet boundary  condition. Constants  a call 
then be calculated with (12). The example of mode 
number 15 is shown in figure 5. 

In the case of a linear problem, a system of ordinary 
differential equations (14) can be wri t ten for tile modal  
states X~ tha t  are defined in (13) as tile expansion 

coefficients of the temperature .  It is then shown that ,  
despite the form of equation (14) where all modes are 
coupled, tile coupling terms -y~ a n d / ~ ,  as well as tile 
external  t empera tu re  driving coefficient ~ tend towards 
0 for fast modes tha t  have an evohltion with the form 
of (15). These modes then vanish very quickly in time, 
which shows tha t  tile modal  basis call be reduced to 
some small order. Figurvs ~ and 6 show results tha t  
sustain tile analysis made above about  tile possible 
reduction of the Inodal model  by neglecting the fast 
Inodes. 

4. Simulation of the quenching of a steel 
cylinder 

The new modal  inethod is tested in the case of 
the quenching of a steel cylinder whose temperature-  
dependent  propert ies  are shown ill figure 7 (a and 
b). Star t ing from all initial t empera tu re  of 840 °C, 
the cylinder is immersed in oil at 140°C. The 
exchange coefficient at the cylinder surface is s trongly 
tempera ture-dependent  as shown in figure 7c. Tile 
equations of the problem are wri t ten in (16). 

Applying tile integral t ransform (17) leads to tile 
system of ordinary differential equations (19) with the 
initial conditions (21). 

Simulations are carried out for different cases. Firs t ,  
a large nlodal  nlodel is used (100 modes) and tile 
t empera ture  at three different points of the cylinder 
is presented in fig,Lre 8. The same results are obtained 
with a finite element model  using 200 nodes. The modal  
model is reduced to 20, 10 and 5 modes. The absolute 
errors on the tempera ture  of the axis (figure 9) and 
at tile surface of the cylinder (figure 10) are observed. 
They show an overall good accuracy of the reduced 
models and a very interesting gain ill computa t ion  time. 

S. Conclusion 

Tile new modal  method using the branch eigenvalue 
problem seems very interesting for the modeling of 
nonlinear thermal  problems. It can take into account 
any kind of boundary  condition. Tile reduction of the 
modal  basis results in significant gain in computa t ion  
t ime with a quite acceptable loss of accuracy. Ttle 
method is going to be developed and used for multi- 
dimensional nonlinear heat  transfer  problenls. 
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